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Вступ 
У нафтогазопромисловій геології найваж-
ливіше значення має неоднорідність нафтога-
зоносних пластів за фільтраційно-ємнісними 
властивостями, перш за все за проникністю, 
оскільки вона визначає співвідношення при-
пливів нафти і газу до вибоїв свердловин, а от-
же, впливає на систему розробки покладу. Не-
однорідність пласта зумовлює нерівномірність 
вироблення нафтових пластів і просування во-
ди під час експлуатації покладу та вивчається 
всією сукупністю геологічних, геофізичних і 
гідродинамічних методів. Першочергове зна-
чення для розпізнання неоднорідності має де-
тальна попластова кореляція геологічно-гео-
фізичних розрізів свердловин. Неоднорідність 
продуктивного пласта за його простяганням  
(т. зв. горизонтальна або зональна неоднорід-
ність) проявляється в  змінах товщини пластів, 
переривчастості колекторів і пов’язана з фаціа-
льними заміщеннями і виклинюванням, чергу-
ванням зон, складених пісковиками, алевролі-
тами, аргілітами і глинами по всій площі по-
кладу, літологічними властивостями порід.  
Математичне моделювання процесу розро-
бки нафтового родовища, змодельованого кус-
ково-однорідним пористим пластом полягає у 
складанні й розв’язуванні системи диференціа-
льних рівнянь у часткових похідних, яка його 
описує, доповненої початковими умовами (ти-
ми, що існували до початку розробки), крайо-
вими умовами (на поверхнях, які обмежують 
пласт із зовнішніх сторін і на стінках свердло-
вини всередині пласта) та умовами контакту 
між зонами, що мають різні, але постійні фізи-
чні характеристики. Припустивши, що товщина 
пласта і її зміна є досить малими порівняно з 
розмірами пласта в горизонтальній площині 
вздовж осей x1 і x2, вертикальною складовою 
швидкості руху можна знехтувати і розв’язу-
вати двовимірні рівняння руху для дуже протя-
жних пластів зі змінною товщиною h(x1, x2) [1]. 
Основна поширена на сьогодні модель однорі-
дного за параметрами необмеженого пласта не 
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Обоснована эффективность использования непрямого метода приграничных элементов для построе-
ния решения задачи о неустановившемся движении сжимаемой жидкости в упругом пористом ограничен-
ном кусочно-однородном пласте с учетом заданных дебита или давления на границе скважин и гидроизоля-
ции или давления на внешней границе, а также идеального контакта на границе раздела сред. С использо-
ванием фундаментального решения нестационарного уравнения теплопроводности и схемы последовате-
льности начальных условий построена дискретно-континуальная модель задачи с произвольными началь-
ными условиями и разными типами граничных условий первого и второго рода. Произведен ряд вычислите-
льных экспериментов для оценки влияния параметров модели на изменение пластового давления. 
Ключевые слова: нестационарный процесс изменения пластового давления, непрямой метод приграни-
чных элементов, горизонтально-неоднородный пласт. 
 
The article deals with the efficiency of an indirect near-boundary element technique used to solve  the problem 
of unsettled compressible fluid motion  in porous, elastic, closed piecewise-homogeneous reservoir, including given 
well production or pressure on the outer well and hydro-isolation or pressure border  and also ideal contact at the 
media interface. Using the fundamental solution of the non-stationary thermal conductivity equation and sequence 
diagram of initial conditions,  the problem’s discrete-continual model with arbitrary initial and boundary conditions 
of the first and second type was created. Series of computational experiments to assess the influence of 
characteristics of environment on reservoir pressure change were carried out. 
Key words: non-stationary process of reservoir pressure change, indirect near-boundary element technique, 
horizontal-heterogeneous reservoir. 
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завжди адекватно описує реальне середовище і 
процеси, що відбуваються в ньому при видобу-
тку нафти і газу.  
Для оцінки впливу зміни коефіцієнтів гід-
ро- та п’єзопровідності різних зон необхідно 
розглядати модель кусково-однорідного пласта, 
яка враховує просторову зміну його структур-
но-фаціальних і літолого-фізичних характерис-
тик. Водночас фізичні характеристики (коефі-
цієнти гідро- та п’єзопровідності) зони пласта 
поблизу стінки свердловини (привибійна зона 
пласта), як правило, відрізняється від характе-
ристик решти пласта. Ця зміна зумовлена за-
брудненням (кольматацією) пор У процесі бу-
ріння свердловини (фільтратом і дисперсною 
фазою бурового розчину) і під час експлуатації 
(відкладами парафіну, мінеральних солей) або 
цілеспрямованим використанням методів інте-
нсифікації продуктивності свердловини (соля-
нокислотне оброблення тощо). Для оцінки 
впливу такої зміни коефіцієнтів у привибійній 
зоні внаслідок кольматації чи інтенсифікації на 
тиск чи дебіт свердловини теж необхідно роз-
глядати модель кусково-однорідного пласта. 
 
Математична модель для знаходження 
тиску у кусково-однорідному пласті 
Розглянемо еліптичний пласт 
1221    з півосями a, b, що містить 
концентричну свердловину радіусом cR , на-
вколо якої виділяється зона 2  з фізичними 
характеристиками, що відмінні від характерис-
тики решта пласта, а також з двома іншими 
свердловинами радіусом cR , розміщеними в 
1  поблизу зовнішнього контура. Межа поділу 
зон 2112    є колом з радіусом 2R  чи 
еліпсом з півосями 22 b,a , де 21  ,  – межі об-
ластей 21  , . Ця модель реалізує гіпотезу про 
кускову однорідність пласта як по площі, так і 
по вертикальному розрізу покладу.  
Для розрахунку зміни тиску в часі у кож-
ній точці областей m  (m=1,2) для випадку 
пружного режиму розв’яжемо систему дифере-
нціальних рівнянь, що описують неусталений 
(нестаціонарний) рух пружної (стисливої) ріди-
ни в пружному пористому середовищі, змоде-
льованому двовимірним кусково-однорідним 
пластом   з довільною криволінійною межею: 
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2  – дебіт свердловин. 
Побудова інтегральних зображень 
розв’язків початково-крайової задачі та гра-
ничних інтегральних рівнянь  
Згідно з основними положеннями непря-
мого методу приграничних елементів (НМПГЕ) 
[2] у зовнішніх приграничних до m  багато-
зв’язних областях cllz GGGG 1
2
11211  , 
cGGG 2212   введемо невідомі функції 
),()m(  x , які описують розподіл невідомих 
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фіктивних джерел тиску. Після розширення 
області визначення функцій ),(p )m( x  на всю 
площину R2m, рівняння (1) перепишемо у ви-
гляді  
),()(p),()),(p( )m(Gm
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)z(   дельта-функція Дірака. 
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розв’язку рівняння (7) та його похідних за нор-
малями з урахуванням початкового розподілу 
(6) мають вигляд 
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mpmm  0 , mp   багатозв’язна 
область продовженої початкової умови [2], в 
якій початковий тиск лінійно спадає від зна-
чення на межі m  до нульового. Зауважимо, 
що mp  та mG  не повинні співпадати, хоч і 
можуть.  
Спрямувавши в (8)-(10) x зсередини облас-
тей m  до меж m  для задоволення умов (2)-
(5), одержимо граничні інтегральні рівняння 
(ГІР), які зв’язують невідомі ),(m 4 о  з відо-
мими )(p )m( о0  та заданими на контурі сверд-
ловин функціями  
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),Q,,(b),(q)Q,,( )()()(z
)()( 22222   xxxF    
.),( )(c Tx 
2            (17) 
 
Просторово-часова дискретизація мате-
матичної моделі  
Оскільки виконати аналітичне інтегруван-
ня у рівняннях (13)-(17) для прикладних задач 
внаслідок довільності області   практично 
неможливо, здійснимо просторово-часову дис-
кретизацію за допомогою таких кроків. Межі 
m  та області mG  дискретизовано відповідно 
на Vm граничних mv  та приграничних mvG  
елементів, причому ділянки, що належать зов-
нішньому контуру, на zV1 , контури свердловин 
– на lcV1 , cV2 , межу поділу середовищ – на 12V , 
тобто  
mmv
mV
v   1 , ,
)(
zv
zV
v
1
1
1
1     
122
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11
121
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  

 v
V
vv
VzV
zVv
, 
)(
c
)(
cv
V
VzVv
1
2
1
11
1
1121
    
)(
cv
V
Vv
2
2
2
112
   ,  
ccz VVVVV 12111211  ,  cVVV 2122  , 
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граничні елементи між собою не перетинають-
ся. Тоді невідомі функції, які описують розпо-
діл фіктивних джерел тиску в межах приграни-
чних елементів mvG  , позначимо через 
),()m(v  x . Області m  та mp  дискретизуємо 
на криволінійні елементи другого порядку з  
8-ми вузлами mq  )Q,...,q( m1 , mpq  
)Q,...,q( mp1  [4]. 
Для зручності опису залежності функцій 
),()m(v  x   від часу часовий промінь T розбито 
на інтервали Tk=[k-1, k] (k=1,2,...,0=0) і в ме-
жах кожного Tk (k= ,K,...,1  K>1) ці функції  
апроксимовано постійними mkvd . Дискретно-
континуальну модель побудовано для покроко-
вої часової схеми – схеми послідовності почат-
кових умов (СППУ) [2, 5].  
Кожен крок за часом Tk розглянуто як нову 
задачу, тобто уведено локальний час 




1
1
k
p
p
~   ( k  – величина часового при-
росту на k-му кроці) і обчислені в кінці (k-1)-го 
часового інтервалу значення ),(p k
)m(
1x  у 
внутрішніх точках використано як початкові 
для наступного k-го кроку. 
Оператори ),,( )()( mm  xF  (11) та 
),,( )()( mmb  x  (12) після просторово-часової 
дискретизації для К-го кроку 
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 mx,k 1 , а в 0m  лінійно спадає від зна-
чення на межі m  до нульового;  
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кова функція [6]; 
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Дискретно-континуальна модель для 
знаходження невідомих інтенсивностей дже-
рел тиску, введених у приграничних елемен-
тах 
Для задоволення умов контакту (2) та гра-
ничних умов (3)-(5) використано колокаційну 
методику. Точки колокації вибрано у кінцевий 
моменти часу K  у середині кожного гранич-
ного елемента mmw V,...,w, 1 . З ГІР (13)-(17) 
після просторово-часової дискретизації для K -
го кроку одержимо СЛАР, що відповідають рі-
зним типам задання граничних умов.  
Зокрема, у випадку гідронепроникності 
зовнішнього контура та відомого дебіту све-
рдловин, розміщених в зонах  m , маємо: 
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2
2   212 1 V,...,Vw  .   (23) 
Для гідронепроникливого зовнішнього 
контура та відомого тиску на межах сверд-
ловин, розміщених в зонах  m , маємо СЛАР, 
складену з рівнянь (19)-(21) та наступних: 
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2122 1 V,...,VVw z  .              (25) 
У випадку задання тиску на зовнішньому 
контурі та дебіту на межах свердловин, роз-
міщених в зонах  m , СЛАР складається з рів-
нянь (20)-(23) та наступного: 
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1   .V,...,w z11 (26) 
Якщо відомі тиски на зовнішній межі та 
на контурах свердловин, то у СЛАР входять 
рівняння (20), (21) та (24)-(26). 
Зрозуміло, що для постійного кроку за ча-
сом матрицю систем (19)-(23); (19)-(21), (24), 
(25); (19)-(24), (26) або (20), (21), (24)-(26) об-
числено один раз і збережено у пам’яті 
комп’ютера. 
Знайшовши невідомі mKvd , використаємо 
формули, аналогічні (8)-(10), для обчислення 
шуканих тисків у вузлах, що описують внутрі-
шні елементи mmq   , в момент часу  : 
 
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v
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v
)m(mqs)m(
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mqs)mK( d)U,,(A),(p
1
 xx
 
)U,,(b )m(mqsmK x , mq
mqs x , s=1,…,8, 
ці значення використано в операторі (18) для 
формування правої частини СЛАР на наступ-
ному часовому кроці.  
 
Чисельні дослідження 
Задача 1. Для оцінки впливу коефіцієнтів 
у привибійній зоні внаслідок кольматації чи 
інтенсифікації на тиск свердловини розглянуто 
область , вибрану у формі еліпса з півосями 
a=200м, b=150 м, з круглою центральною свер-
дловиною радіусом cR =0.1 м, розміщеною в 
області 2 , яка мала вигляд круга радіусом 
12 R м. Отже, межа поділу середовищ мала 
вигляд: }Rxx:)x,x{( 2
2
2
2
12112  . 
На зовнішньому контурі й на межі сверд-
ловини тиск спадав з часом: 
),(p )(z x
1
86400
100010 61 
)(k.P
)(P z)(

 Па,(27) 
),(p )(c x
2
86400
10050 62 
)(k.P
)(P w)(

 Па, (28) 
де  20zP
610  Па, wP 16
610  Па,  
Початковий розподіл тиску у пласті з ура-
хуванням узгодженості початкової та гранич-
них умов моделювали у вигляді функції:  
)rR(
)rr)(PP(
P)(p
elc
elwz
z
)m(


x0 ,      (29) 
де  elr,r   відстані в полярних координатах до 
точки x та до відповідної їй на зовнішній межі 
еліпса.  
Часовий інтервал }:{ 8640000  T с 
(10 діб) рівномірно розбивали на 100 проміж-
ків, крок за часом вибирали постійним 
8640 с (0.1 доби). Зовнішню межу рівно-
мірно розбивали на 16 граничних елементів 
( 016 21  zz V,V ), контур центральної свердло-
вини – на cV2 2, межу контакту – на 12V 8. 
Товщини приграничних областей та областей 
продовжених початкових умов були такими: 
20 pzz hh  (для зовнішнього контура), 
050.hh pww   (для свердловини) та 
,hh contpcont 71212  conth21 2021 contph  (для 
межі контакту), тобто СЛАР (20), (21), (24)-(26) 
складалась з 34 рівнянь. Кількість внутрішніх 
елементів, на які дискретизували області 1 , 
2  та mp  дорівнювала відповідно 1Q 32, 
2Q 8, pQ1 24, pQ2 18 (зрозуміло, що вона 
ніяк не впливала на розмірність матриці, оскі-
льки інтеграл від початкової умови входить у 
праву частину СЛАР (20, (21), (24)-(26). 
Фізичні характеристики пласта вибирали 
такими: 1k =
1210160 . м2; 2k =
1210080 . м2; 
1 =
3107070 . Па  с; 2 =
3102321 . Па  с; 
10
1 10077
 .* Па 1 ; 102 10064
 .* Па 1 ; 
h=18м; 
Оскільки похибки, що виникають під час 
застосування непрямого методу приграничних 
елементів, зумовленi тільки процедурами апро-
ксимацiї, дискретизацiї та числового 
iнтегрування, спочатку досліджували точність 
задоволення граничних умов та умов ідеально-
го контакту в різні моменти часу: 
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На рис. 1, 2 зображено відносні похибки 
задоволення граничних умов у момент часу 
21600 с на першій чверті зовнішнього ко-
нтура, на половині межі свердловини та на ме-
жі контакту, обчислені відповідно за формула-
ми (30)-(33). 
Зауважимо, що у точках колокації похибка 
відсутня; найбільша похибка спостерігається з 
наближенням до кінців граничних елементів. 
Усередині області похибки будуть меншими 
внаслідок виконання принципу максимуму.  
На рис. 3 подано отриманий непрямим методом 
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Рисунок 1 – Точність задоволення граничних умов на четвертині зовнішнього контурі  
та на половині межі свердловини 
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Рисунок 2 – Точність задоволення умов ідеального контакту на межі поділу середовищ  
непрямим методом приграничних елементів 
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Рисунок 3 – Розподіл тиску в області 2  у різні моменти часу: 0.5 доби (а), 2 доби (б), 3 доби (в) 
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приграничних елементів розподіл тиску в обла-
сті 2  з центральною свердловиною. На рис. 4 
подано розподіл тиску в області 2  з враху-
ванням впливу характеристик середовища на 
тиск, при цьому суцільна лінія – тиск, отрима-
ний за значень  
1k =
1210160 . м2; 2k =
1210080 . м2; 
1 =
3107070 . Па  с; 2 =
3102321 . Па  с; 
10
1 10077
 .* Па 1 ; 102 10064
 .* Па 1  
(значини фізичних характеристик в області 2  
удвічі менші, ніж в області 1 ); пунктирна   
21 kk  =
1210160 . м2; 21   =
3107070 . Па  с; 
10
21 10077
 .**  Па 1  (середовище однорі-
дне); криві з символами «o»   
1k =
1210120 . м2; 2k =
1210080 . м2; 
1 =
3108980 . Па  с; 2 =
3102321 . Па  с; 
10
1 10565
 .* Па 1 ; 102 10064
 .* Па 1  
(значини фізичних характеристик в області 2  
в півтора рази менші, ніж в області 1 ). Як ба-
чимо, зменшення коефіцієнта п’єзопровідності 
в 2  веде до зменшення тиску в точках пласта, 
що належать 2 . 
 
Задача 2. Для оцінки впливу фізичних ко-
ефіцієнтів на тиск з врахуванням структурних 
порушень розглянуто область  , вибрану у 
формі еліпса з півосями a=200м, b=150 м, з 
трьома свердловинами радіусом cR =0.1 м 
(центральна розміщена в області 2 , дві інші – 
в 1 ), причому межі поділу середовищ 12  
мали форму еліпса з півосями 502 a м, 
2b =37.5м. Координати центрів двох інших све-
рдловин були такими: 0175 112
1
11 
)(
c,
)(
c, x,x ; 
0175 122
1
21 
)(
c,
)(
c, x,x .  
На зовнішньому контурі й на межі центра-
льної свердловини тиск спадав з часом як фун-
кції (27)-(28), а на межі двох інших був заданий 
формулою: 
),(p )(lc x
1
86400
10050 6101 
)(k.P
)(P
)(
l)(
l

 Па, 
де   )()( PP 102
1
01 17
610  Па. 
Початковий розподіл тиску у пласті з ура-
хуванням узгодженості початкової та гранич-
них умов моделювали у вигляді функції (29). 
Кількість та товщини приграничних елементів 
вибирали аналогічно, як в задачі 1, окрім того, 
контури двох інших свердловин дискретизува-
ли на cc VV 1211  =2, область 1  розбивали на 
1Q 36 внутрішніх елементів, область продов-
женої початкової умови на pQ1 28 елементів, 
а СЛАР складалась з 38 рівнянь, а крок за ча-
сом брали рівним 21600 с (0.25 доби). 
На рис. 5 подано отриманий непрямим ме-
тодом приграничних елементів розподіл тиску 
в пласті з трьома свердловинами, при цьому 
101212  contpcont hh . На рис. 6 подано розпо-
діл тиску в пласті з трьома свердловинами  
з урахуванням кроку за часом:  
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Рисунок  4 – Розподіл тиску в області 2  у момент часу 2 доби  
з врахуванням впливу характеристик середовищ 
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Рисунок 5 – Розподіл тиску в пласті з трьома свердловинами у різні моменти часу:  
0.5 діб (а), 2 доби (б), 3 доби (в), кроком за часом 0.25 доби 
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п 62112  contcont hh ,  
1k =
1210120 . м2, 2k =
1210080 . м2, 
1 =
3108980 . Па  с, 2 =
3102321 . Па, 
10
1 10565
 .* Па 1 , 102 10064
 .* Па 1  
і кроком за часом 86400 с (1 доба). 
 
Висновки 
 
Побудовано наближені до реальних сере-
довищ математичні моделі зміни в часі тиску 
(двовимірні обмежені кусково-однорідні пласти 
з криволінійними межами) з урахуванням ідеа-
льного контакту на межі поділу середовищ, кі-
лькості свердловин, гідронепроникності зовні-
шнього контура, депресії тисків та дебіту свер-
дловин. Для знаходження розв’язку задачі ви-
користано непрямий метод приграничних еле-
менті спільно з часовою схемою послідовності 
початкових умов, що дозволило точно задово-
льнити рівняння в усій досліджуваній області 
та контролювати похибку задоволення гранич-
них умов на її межах та на межі поділу середо-
вищ (внаслідок можливості вибору кроку за 
часом, кількості приграничних елементів, тов-
щин приграничних областей та областей про-
довжених початкових умов). Здійснено програ-
мну реалізацію запропонованого чисельно-
аналітичного підходу з використанням системи 
MATLAB та проведено низку досліджень 
впливу фізичних та часових параметрів на роз-
поділ тиску і дебіту у привибійній зоні сверд-
ловин, що дає можливість оцінити можливість 
інтенсифікації їх роботи. 
Розроблена методика може бути розшире-
на для врахування залежності фізичних харак-
теристик від координат, що ми і плануємо здій-
снити в наступних дослідженнях. 
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Рисунок 6 – Розподіл тиску в пласті з трьома свердловинами у різні моменти часу: 
2 діб (а), 10 діб (б), кроком за часом 1 доба 
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